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Betrachtet werden zwei druckfeste Kammern, die durch eine Kapillare miteinander verbunden
sind und mit einem Gasgemisch aus zwei Komponenten verschiedener Konzentration gefiillt sind.
Der Konzentrationsunterschied ruft Diffusion hervor, die durch die damit verbundene Schwerpunkts-
verschiebung und durch den EinfluB der Kapillare mit der Zeit einen Druckunterschied aufbaut.
Die dadurch verursachte Druckdiffusion wirkt der Diffusion entgegen. Es wird die Moglichkeit
aufgezeigt, den Diffusionskoeffizienten und den Druckdiffusionskoeffizienten aus einem Experiment
zu bestimmen. Das Problem wird unter Vorgabe von drei verschiedenen Konzentrationsverteilungen
zu Beginn des Versuchs berechnet. Es wird ferner gezeigt, dal unter gewissen Annahmen diese
verschiedenen Anfangsbedingungen keinen Einflul auf das Ergebnis haben. Diffusions-, Druck-
diffusionskoeffizient, partielles Molvolumen und Molvolumen der Mischung werden bei der Be-
rechnung als unabhéngig von Zusammensetzung und Druck angenommen.

Einleitung

Eine druckfeste Diffusionszelle enthalte ein Gas-
gemisch aus zwei Komponenten, z. B. Methan — Bu-
tan, welche sich in ihrer Molmasse wesentlich unter-
scheiden. Die Zelle ist in Abb. 1 schematisch darge-
stellt. Koordinatensystem, Geometrie und Bezeich-
nungsweise sind dadurch eindeutig festgelegt.
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Abb. 1. Schematische Darstellung der Zelle.

Die gesamte Zelle stehe zu Beginn des Versuchs
unter einem gleichmafligen Druck von 100 bis
150 atm. Der hohe Druck wird vorausgesetzt, da-
mit eine mefbare Druckdnderung zwischen den
Kammern, die durch die Diffusion hervorgerufen
wird, gewahrleistet ist.

Zu Beginn des Versuchs, d. h. zur Zeit =0, wird
zwischen den beiden gleich grolen Zellkammern ein
bekannter Konzentrationsunterschied fiir das Gas-
gemisch vorgegeben. Dieser anfingliche Konzentra-
tionsunterschied soll nur so grof} sein, da} der inte-
grale Diffusionskoeffizient dem differentiellen noch
gleichgesetzt werden darf. Im folgenden wird das
Problem mit drei verschiedenen Anfangskonzentra-
tionsverteilungen durchgerechnet: Die Verteilung sei
a) eine Kosinusfunktion, b) eine lineare Funktion
und c) eine Stufenfunktion. Dieser Konzentrations-
unterschied verursacht nun eine Diffusionsbewegung
durch die Kapillare. Durch die damit verbundene
Massenschwerpunktsverschiebung und durch den Ein-

fluB der Kapillare, die den Druckausgleich verzogert,
wird mit der Zeit ein Druckgradient aufgebaut, der
einen Massentransport gegen die Diffusionsrichtung
veranlal3t, die sogenannte Druckdiffusion. Diffusion
und Druckdiffusion wirken gegeneinander, erreichen
voriibergehend einen stationdren Zustand, in dem
die Diffusionsstromdichte verschwindet, und klingen
wieder ab, bis sich Zusammensetzung und Druck in
der ganzen Zelle ausgeglichen haben. Diese Trans-
portvorginge werden mit Hilfe der Thermodynamik
der irreversiblen Prozesse! mathematisch beschrie-
ben. Ziel der folgenden Berechnung ist es, Diffusions-
und Druckdiffusionskoeffizient in Abhéngigkeit von
Ort, Zeit und Zusammensetzung darzustellen. Aus
der beschriebenen Uberlagerung von Diffusion und
Druckdiffusion muf} sich ein eindeutiger Zusammen-
hang der beiden entsprechenden Transportkoeffizien-
ten ergeben.

Grundgleichungen

Betrachten wir ein Volumenelement eines kon-
tinuierlichen Systems, so lautet die lokale Formulie-
rung der allgemeinen Kontinuitétsgleichung

Scr )
,agt’i = —div(cx v;) + Z Vir Wy«
r

(1)
Hierin bedeuten c; die Molkonzentration des Stof-
fes k, t die Zeit, v; die mittlere Geschwindigkeit
der Teilchen der Sorte k, 7;, den stochiometrischen
Koeffizienten der Teilchenart £ in der chemischen
Reaktion r und w, die auf die Volumeneinheit bezo-

1 R. Haase, Thermodynamik der irreversiblen Prozesse, Ver-
lag Steinkopff, Darmstadt 1963.
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gene Reaktionsgeschwindigkeit der Reaktion r. Im
weiteren seien chemische Reaktionen wihrend der
Transporterscheinungen ausgeschlossen. Somit fallt
der letzte Term der Gleichung weg.

Fiithren wir nun in Gl. (1) die Diffusionsstrom-
dichte ,J, der Komponente 2 im Fickschen Bezugs-
system ein !, so spaltet sich der ,,Massenstrom® ¢V
in einen konvektiven und einen nicht-konvektiven
Anteil auf. Fir die Mengenbilanz ergibt sich dann

Qcy/t= —div(cow) —div s, (2)
worin W = % ¢ Vi, vy, die mittlere Volumengeschwin-

digkeit, also die Bezugsgeschwindigkeit im Fickschen
Bezugssystem ist. Die Diffusionsstromdichte hat in
unserem isothermen bindren System die Form

V. dP
I A (D prallng 5D —gﬂp—). 3)

Durch diese Gleichung werden der Diffusionskoeffi-
zient D und der Druckdiffusionskoeffiziert Dp ein-
gefiihrt. Die weiteren Symbole haben die Bedeu-
tung: V=0V /3n, = partielles Molvolumen der
Komponente 1, ¥ = Molvolumen der Mischung,
xy = Molenbruch der Komponente 2 und P =Druck.

Eine kurze Zwischenrechnung zeigt nun, unter
welchen Voraussetzungen W =0 identisch mit der
Aussage ist, daBl im ganzen System keine Konvek-
tionsbewegungen auftreten. Denn im weiteren wol-
len wir Konvektion ausschlieflen, was experimentell
leicht sicherzustellen ist. Wir greifen dazu auf Gl.
(1) — ohne chemische Reaktionen — zuriick, multi-
plizieren sie mit ¥} und summieren iber alle k&

) :
Vg, == 2 Vediviav). ()
Es gilt die Identitat
% Vier=1. (5)
Das totale Differential dieser Beziehung lautet
% cp dVy + kz Videp=0 (6)

Nimmt man die ¥ konstant an, d. h. unabhéngig
vom Ort und damit von Zusammensetzung und

Druck, so gilt

% Vk d(,‘k=0 (7)

Beriicksichtigt man Gl. (7) in Gl. (4), so folgt
2 Vi div(c,v;) =0 (8)
3
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und mit den fiir die 7 gemachten Annahmen

div % (cx Vk 'Uk) =0 (9)
Mit der Definition der mittleren Volumengeschwin-
digkeit bedeutet dies

divw =0. (10)

Die Bezugsgeschwindigkeit W ist also unabhingig
vom Ort, d. h.

W =const . (11)

Da es sich bei dem betrachteten System um eine
geschlossene Apparatur handelt, ist an deren Enden
mit Sicherheit W = 0. Daraus ergibt sich, da} w im
ganzen System Null ist. Die Aussage W =0 ist also
nur dann mit der Forderung der Konvektionsfrei-
heit identisch, wenn man die partiellen Molvolumina
als unabhingig von Zusammensetzung und Druck
betrachten kann.

Mit den oben eingefithrten Voraussetzungen —
keine chemischen Reaktionen und Konvektionsbhewe-
gungen — folgt aus den Gln. (2) und (3) im Fick-
schen Bezugssystem fiir den eindimensionalen Fall
(z = Ortskoordinate)

1 3P
mPS”

3¢, _ 3 [V CES
Bt az[ (D
Wie 7, seien auch ¥, D und Dp unabhingig von
Zusammensetzung und Druck*. Mit ¢, V=2, ==
folgt dann aus Gl. (12)
ax_ Vi VyDp 3P ¥V, DF<3P)
ot D@+VP& vV P2\ 3 (1)

(12)

Nun wird fiir alle im folgenden betrachteten Fille
eine Aussage iiber die Druckverteilung gemacht. Der
Druckgradient sei ortlich konstant und beschréinke
sich in seiner Linge auf die Kapillare. Damit wird
P eine lineare Funktion des Ortes. Diese Annahme
ist keine wesentliche Einschrankung der Allgemein-
heit, vereinfacht Gl. (13) aber sehr, da die zweite
Ableitung des Druckes nach dem Orte nun ver-
schwindet. Aus Gl. (13) wird

Qz 2%

5 =b5s tefan) (14)

mit

b= 1:71 D, c=- '— DP und f(z,2) = _ﬁ(%g)z.
(15)

1a Es 14Bt sich an Beispielen zeigen, dafl diese Annahmen fiir
bestimmte Konzentrationsbereiche in sich widerspruchsfrei
sind.
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Die homogene Differentialgleichung lautet
Oz
==

Diese Gleichung ist identisch mit der Warmeleitungs-

gleichung. Die Losung der Warmeleitungsgleichung

ist von CarsLaw und Jaecer ? angegeben fiir den

Fall, daB der Warmeausgleich zwischen zwei par-

allelen Platten stattfindet, eine Anfangstemperatur-

verteilung vorgegeben ist und die beiden Enden
thermisch isoliert sind. Ubertrigt man diese Angaben

auf unser Diffusionsproblem, so findet man fiir GI.
(16) die Losung

g ¥
z= Tf(p(z) dz
0

bor (0<:<1). (16)

(17)

B

oo /
; > et g »UF_{ @(z) cos P';LZ dz.
0

n=1
Dabei ist [ die Lange der Kapillare und z = ¢ (z) die
Molenbruchverteilung zur Zeit ¢ =0.

Spezielle homogene Losungen

Die Losung (17) der homogenen Differentialglei-
chung (16) wird nun unter Vorgabe von drei ver-
schiedenen ¢ (z) bestimmt.

1. Die Molenbruchverteilung in der Kapillare sei
kosinusformig zur Zeit ¢=0, wie in Abb. 2 schema-
tisch dargestellt.
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Abb. 2. Schematische Darstellung von ¢, (z).

Die Anfangsbedingungen lauten

t=0: z= 0 —>z= 2",
v o
s=l2—>z= "7, (18)

z=1 > z=2v.

Aus diesen Anfangsbedingungen ergibt sich folgende
kosinusformige Molenbruchverteilung

2 + zor; 707

(pl(z)= '72 +- 2

—

l(ll_,z) - (19)

2 H.S. Carstaw u. J. C. Jaecer, Conduction of Heat in Solids,
Verlag Oxford University Press, Oxford 1959.
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Gl. (19) wird in Gl. (17) eingefithrt. Nach Losung
der Integrale
l

{ Ol 0%
e a= =2 (20)
0
und
. 0 __ 0
[tpl(z) cos nyl”dz= — .(i_—: ) l"fiir n=1,(21)
0
sowie
!
[(pl(z) cos Ml”dz=0 fiir n=F1 (22)

0

lautet die Losung der Differentialgleichung (16)
2V +2% gV

T2 p—ba(tlr)
2 2 '

cos —— e
l

(23)

Bei dieser Losung ist bemerkenswert, dal nur das
Integral (21) fiir n=1 einen von Null verschiede-
nen Wert liefert. Dadurch ist die unendliche Reihe
in Gl. (17) in diesem Falle im Gegensatz zu den
nun folgenden geschlossen darstellbar.

2. Die Molenbruchverteilung in der Kapillare sei
linear zur Zeit t =0, wie in Abb. 3 schematisch dar-
gestellt.
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Abb. 3. Schematische Darstellung von ¢, (z).

Mit den Anfangsbedingungen

t=0:z2=0—>z=2"",

z=1l—z=2" (24)
lautet die Molenbruchverteilung
2 —2?" '
P2(2) = —5—z+a". (25)

Gl. (25) wird wieder in GI.
den Integralen

(17) eingefithrt. Mit

4

1 ( 2 429

;) Pl dem EU
0

(26)
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und

nmtz

l
ol_ 4
,(p2(z) cos — dz= L
0

s [cosnm—1] (27)

n?

folgt dann aus Gl. (17)

2 2% 3(3&10”)
2

= (28)

=

W R -3; cos —n—;ﬁ [cosna—1].

n=1
Die Fourier-Reihe dieser Losung ist nicht geschlos-
sen darstellbar. Die Exponentialfunktion in der
Reihe garantiert die gleichmiaBige Konvergenz der
ganzen Reihe, so dall eine Abschidtzung der ersten
Glieder sinnvoll ist. Mit Werten aus der Literatur 3
188t sich eindeutig zeigen, daf das erste Glied (n=1)
den Wert der Reihe représentiert, da das zweite
Glied (n=2) wegen des Terms (cosnm—1) ver-
schwindet und das dritte Glied (n=3) nach zehn
Prozent der angegebenen Versuchsdauer sich zum
ersten wie 10723 zu 1 verhilt. Die angeniherte
Losung der Gl. (17) lautet dann mit ¢,(z)

=t ——— (¥ —a¥") oou T o, (20)
Diese Losung wird mit Gl. (23) identisch, wenn
man 712~8 setzt. Die Uberlegung dazu folgt weiter
unten.

3. Die Molenbruchverteilung in der Kapillare sei
eine Sprungfunktion zur Zeit t=0, wie in Abb. 4
schematisch dargestellt.
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Abb. 4. Schematische Darstellung von ¢5(z).

Folgende Anfangsbedingungen sind wieder vor-
gegeben
t=0:2=0—>2=2"",
z=1—>2z2=2". (30)
Damit lautet die Molenbruchverteilung zu Beginn
des Versuchs

z, fir 0 ZzZ1)/2

<P3(Z)={z0’ fir 1/2<:<Z1. 81}
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Aus Gl. (31) und Gl. (17) folgt nach Berechnung
der Integrale

!

1 v 4q0

7[%(2) dz= x’”f (32)
0

und

l
j%(z) cos "  dz— — Lsin "7 (¥ —2%") (33)
. 14 2
die Losung der Gl. (17) mit ¢3(z)
V42" 2(=¥—2")

e B = (34)

;21 e~ bntat(t[1") 7'1: cos " 7 % sin *n*; .
Auch diese unendliche Reihe ist nicht geschlossen
darstellbar. Eine Abschétzung, bei der wegen des
Faktors sin(n 7/2) wieder nur die ungeradzahligen
n beriicksichtigt werden, liefert fiir die Reihe glei-
ches Konvergenzverhalten wie fiir Gl. (28). Mit dem
ersten Glied der Fourier-Reihe folgt aus Gl. (34)

a¥+a¥ _ 2(¥—a)

. (35)

r= cos ﬂl{ e~ () |
Wie weiter unten gezeigt wird, stimmt auch dieses

Ergebnis mit den Losungen (23) und (29) iberein.

Partikuldre Losung

Es gilt nun eine partikuldre Losung der Gl. (14)
zu finden. Zunachst wird die Funktion f(z, ¢;) naher
bestimmt. Der Druckgradient wurde oben als ort-
lich konstant vorausgesetzt

QP/3z=a. (36)
Daraus folgt mit den Randbedingungen
z=0—P=P4,
z=1—P=P¥, (37)

wobei P bzw. P4 den in der Kammer (’) bzw.
(") zu jedem Zeitpunkt ¢; meBbaren Druck bedeu-
tet, fiir die Druckverteilung

P=az+ P4 (38)
st a= PSR (39)
Die Funktion f(z, ¢;) lautet dann
a2
flzt) = aziPa)T (40)

3 S.P. S. Axprew, Chem. Eng. 4, 269 [1955].
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Es wird nun die partikulire Losung z, ermittelt,
fiir die gilt 3x,/3t=0, d. h. die zeitunabhingig ist.
Die Storfunktion f(z,¢;) hédngt nur von z ab und
wird zu jedem Zeitpunkt f#; erneut bestimmt. Bei
dieser Bestimmung 1df}t sich auch das maximale 4P
ermitteln, bei dem der Stéreinflul am groiten ist.
Zum maximalen AP gehort fg,r. Zu diesem Zeit-
punkt existiert der stationdre Zustand, fiir den gilt
+wJ;=0. Die fiir 4P zu erwartende Kurve ist in
Abb. 5 angedeutet.

¢}

ex———

Tstat: t

Abb. 5. Zur Erlduterung des stationdren Zustands.

Die partikuldre Losung gilt aber zu jedem Zeit-
punkt ¢;, fiir den AP 0 ist. Experimentell empfeh-
len sich aber wohl die Messungen um den stationa-
ren Zustand.

Mit dem oben Gesagten folgt aus Gl. (14)

d2zp c a®
A T T b @b (%)
Die Integration ergibt
c az+ Pt
Ty= " In —p— +kztk (42)

mit P*=1 atm. Dies ist eine spezielle partikuldre
Losung, die in Verbindung mit der jeweils entspre-
chenden homogenen Losung eine Losung der par-
tiellen Differentialgleichung (14) fiir unser experi-
mentell vorgegebenes Problem ist, wie im folgenden
gezeigt wird.

Endergebnisse

Fir die vorgegebene Molenbruchverteilung ¢, (z)
[Gl. (19)] ergibt sich nun folgende Gesamtlosung
aus den Gln. (15), (23) und (42)

zol + xo'/ xol hona xol'
T=—73 5 (43)
v cos Prexn {— 2D a2 L} ~De (az+Pt«” )
cos —; exp { 7 Da* p In p, )

Dies ist die exakte Losung von Gl. (14), aus der
sich die geforderten Anfangs- und Randbedingungen
ergeben:

T= e - Ccos —

J. RICHTER

a)t=0:z= 0 —>z=2" , P’ =Pt —p,,
l :c°'+z°" , .

b)t=0::z= g = —3 , P’ = ph =P0,

c)t=0:2=1 —>z=2" , Ptv =Ppt" —P,,

0’ 0

d) t—>>x:2z= 0 >2= £ —{2_1 , Plo” = Pleo =P,
o 07 , .

e) t>oc:z= | >x= x-;z , Pl =Pto"" =P,

(44)

Wie oben berichtet, ergeben sich die Randbedingun-
gen des Drucks nicht aus Gl. (43), sondern werden
zu den angegebenen Zeiten gemessen.

Fiir die vorgegebene Molenbruchverteilung ¢, (z)
[Gl. (25)] ergibt sich aus den Gln. (15), (29) und
(42)

pmat” . ST

, e 2L ai}]
g 1 —cos lexp{ I7D:'z 2

L by (z_zz;;?&) + 7; (2% —2%") (1 - —_?—2) .

(45)
Durch die Naherung der Fourier-Reihe in Gl. (28)
erklirt sich der Faktor (1 —8/=?%). Eine geschlossene
Darstellung der Reihe wiirde diesen Faktor zu Null
machen. Es héngt also von der Zahl der beriicksich-
tigten Glieder bei der Berechnung der Reihe ab,
wie stark der Faktor gegen Null geht. Setzt man
daher ndherungsweise n2~8, so folgt aus Gl. (45)

2 +Io” 2 — 0

Tz

2 2 l (46)
V. t D az+ Pt
* exp {— 711):12 7} == MDE In ( ‘Po—-—) .

Dieses Ergebnis stimmt mit der Gl. (43) iiberein
und erfiillt wie diese die Anfangs- und Randbedin-
gungen (44).

Fir die vorgegebene Molenbruchverteilung @3 (z)
[Gl. (31)] {folgt aus den GIn. (14), (35) und (42)
=20+ —2—(3%35—0”—) [1 —cos %exp {— }/7‘ D n? l—i}J

D Pt ’ ’r 4
— 2 (24 L -2 (1- ). )
Die Naherung der nun anders aufgebauten Fourier-
Reihe in Gl. (34) ergibt den Faktor (1 —4/x). Aus
den oben angefiihrten Griinden kann naherungsweise
=4 gesetzt werden. Damit wird aus Gl. (47)

2V 429 ¥ — 20" mz
r= ; g CosT; (48)
. _Tipoe ,,’,} _Dp (az+P’
exp { 7 Dn 2 D In P, .

Auch dieses Ergebnis stimmt mit der exakten Losung
(43) iiberein.
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Damit ist gezeigt, dal die Art der Molenbruch-
verteilung zur Zeit t=0 irrelevant ist. Die Unter-
schiede der Ergebnisse (43), (45) und (47) be-
ruhen allein auf den verschiedenen Néaherungen der
Fourier-Reihe in Gl. (17).

Diffusions- und Drudkdiffusionskoeffizient

Der Diffusionskoeffizient D wird aus dem homo-
genen Anteil der Losung ermittelt. Das bedeutet,
daB die Storfunktion noch keinen EinfluBl hat. Dies
gilt, solange man P¥ ~P%" ~P setzen kann. Da die
Versuche immer iiber sehr viele Stunden laufen 3,
scheint dieser Fall realisierbar zu sein. Ist diese An-
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laufzeit zu kurz, so mul am Anfang des Versuchs
fiir Druckausgleich gesorgt werden. Auch dies ent-
spricht dem homogenen Losungsanteil. Aus der Gl.
(23) bzw. (29) bzw. (35) folgt mit den entspre-
chenden Naherungen fiir 7 fiir den Diffusionskoeffi-
zienten
_re
T Vyatt
. xo'__xo" Tz xo/+x0u
[ln s e +1ncosT—ln( 5 —z)}

(49)

Mit der Kenntnis von D 1aB3t sich aus der Gl. (43)
bzw. (46) bzw. (48) der Druckdiffusionskoeffizient

bestimmen

’ 0’ 0 __ .07
[Io_i_z =T =7 cos —nzexp {— K—".D:zﬁ f;}——x]-D
Dp— 2 2 l vV 1 (50)
P= 1 <az+Pti>
n P,

Dies ist der Zusammenhang zwischen dem Druck-
diffusionskoeffizienten und dem Diffusionskoeffizien-
ten, der sich fiir unser vorgegebenes Problem ergibt,
d. h. wenn sich der Diffusion unter den oben ange-
gebenen Bedingungen Druckdiffusion iiberlagert.

Herrn Prof. Dr. R. Haase danke ich fiir Anregungen

Der generelle Zusammenhang zwischen Dp und D
lautet !

Dp _ M MyPzy (l’z,

_ 14 1
D~ Myx,+Myz, \M, ) o)

N MT (aﬂzlaxz)T.P '

und fiir die kritische Durchsicht der Arbeit.



